8. Vektoriy ir matricy normos

Vektoriaus ar matricos norma yra tam tikra charakteristika, nusakanti vek-
toriaus ar matricos diduma. Vektoriaus norma tai skai¢iaus absoliutaus dydzio
apibendrinimas. Todél ir apibréziant normos savoka, i§ esmés yra pakartojami
tie svarbiausi reikalavimai, kurie budingi skai¢iaus absoliutaus dydzio savokai.

1.Vektoriaus normos apibrézimas. Imkime n-matj vektoriy

T = (x17$27"'7mn)l'

Padarykime prielaida, kad x; — kompleksiniai skaiciai, i = 1, n.

Apibrézimas. Vektoriaus  norma vadinamas skai¢ius ||z||, tenkinantis
Sias tris savybes:
1) lzll >0, jeiz#0ir[|0] = 0;
2) lex|| = |e| - |lz|l, jei ¢ — skaicius;
3) M= +yll < ll=ll + [lyll-

Paaiskinimas. Lygybéje ||0]| = 0 po normos zenklu stovintis ,,0” yra vekto-
rius, kurio visos koordinatés lygios nuliui.

Siomis trimis savybémis vektoriaus norma apibréziama nevienareik§miai.
Galimi jvairtis konkrettis normos apibrézimo budai.

2.Vektoriaus normy pavyzdZiai. Dazniausiai naudojami $tai tokie konkretiis
vektoriaus normos apibrézimai.

1. atvejis: = il
atvejis: [|z|1 112?<XH|311|

Nesunku patikrinti, kad taip apibréita norma tenkina visas tris normos
apibrézimo savybes. Istikryjy:

1) jei z # 0, t.y. bent viena vektoriaus koordinaté z; nelygi nuliui, tai, aisku,

l2ll = max |z:| > 0;

jei x =0, t.y. ; = 0 visoms ¢ = 0, n reik§méms, tai

lall = max fos| = 0

2)
llezlly = max lezi| = max e| - |zi| = le| - [llls;
3)
Iz +ylls = max |oi +yil = max |zi| + max [y = |zl +llyls-



Pvz. x = (-1,0,3)";
lz|ly = max{1,0,3} = 3.

n

2 atvejis: ||z||2 = Y |z;]- Visos trys normos apibrézimo savybés patikri-
i=1

namos analogiskai kaip ir normai ||z||;.

3 atvejis:

llzlls =

Sios normos geometriné interpretacija — vektoriaus ilgis.

Galima pastebéti, kad yra be galo daug budy taip apibrézti vektoriaus z
norma, kad biity teisingos visos trys apibrézimo savybés. Antai, vektoriaus
norma galima apibrézti taip:

2@ = {3 |zP}?, p=1,2,3,4,....
=1

Uzduotis: Isitikinkite, kad

n
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3.Matricos normos apibrézimas. Matricos norma galima apibrézti ana-
logiskai vektoriaus normai. Taciau verta pastebéti, kad vektorius yra tiesinés
vektorinés erdvés elementas, o matrica yra operatorius §ioje erdvéje. Todél prie
trijy reikalavimy prisideda vienas specifinis reikalavimas, biidingas operatori-
ams: i matricos normos apibrézima ijungiame tam tikra reikalavima, susijusi su
matricy sandauga.

Apibrézimas. Matricos A = {a;;} norma vadinamas skai¢ius ||A4||, turintis
Sias savybes:

1) ||4]] >0, jei A#O0ir||0]] =0;
2) ||cAll =] - l|All, jei ¢ — skai€ius;
3) A+ B[ <[lAll+ Bl

4) [|AB| < [|All- [|B]|

Imant kokre¢ia matricos normos iraigka, tenkinancia minétas keturias savybes,
reikia dar taip parinkti matricos norma, kad ji buty suderinta su vektoriaus
norma.



Apibrézimas. Matricos norma yra suderinta su vektoriaus norma, jei
teisinga nelygybé:
AN < LAL - [l]l-

4. Matricos normy pavyzdziai. Dazniausiai naudojamos §ios trys ma-
tricos normos:

n
14]ls = max > lasl,
j=1
n
llAll2 = 1121.8222 lai; |,
-7 =1
Allz = i(A*A
14lls =, / max [Ai(A*4)]

Jei matricos A elementai yra realieji skaiciai, tai

— . !
1l =/ max Ins(a4)]

Svarbi pastaba: Jei A — simetriné matrica, tai
2
Ni(A4) = xi(42) = [n(a)]

taigi
2
max . 4[4 —_— m . 4 = m . 4
ISiSan( ) IS?SXH [)\Z( )] IS?SXHMI( )l

Taigi, simetrinéms matricoms
J4lle = max (),

t.y. simetrinéms matricoms tre¢ioji norma lygi tikriniy reik§miy absoliutiniy
dydziy maksimumui. Taigi, §iuo atveju, maksimali absoliutiniu dydziu tikriné
reik§meé yra matricos (simetrinés) ,,didumo” charakteristika.

Teorema. Bet kuriai matricai A ir bet kuriai jos normai yra teisinga nely-
gybé
IA(A)] < A,
t.y. bet kuri matricos tikriné reiksmé moduliu nevirsija bet kurios matricos nor-
mos.
Irodymas. Imkime matricos A bet kurig tikrine reik§me A ir jai atitinkanti

tikrini vektoriy . Turime
Az =Xz, z#0.

Taigi
14zl = Aal, @ #0.



Pagal suderinamumo salyga
| Az|| = [ All - l|=],
taigi
AL Nl < [IANl- Nl

Kadangi z # 0, ||z|| > 0, tai
Al < [14l-

Teorema, irodyta.



