7. Kvadratinés formos

1. Kvadratinés formos apibrézimas. Tarkime, kad A = {a;;} - kvadratiné
simetriné matrica su realiais koeficientais a;;. Taigi, a;; = a;;.

Apibrézimas. Skaitiné vieno vektoriaus z € E,, funkcija

Az, x) = ZZaijxixj, (1)
i=1 j=1

kurioje a;; = aj; — realieji skaiciai, vadinama kvadratine forma.
Atkreipkime démesi, kad (1) lygybés desinéje puséje esanti israiska sutampa
su dviejy vektoriy Az ir = skaliarine sandauga, apibrézta 5 skyriuje, t.y.

Az, z) = (Az, )

¢ia A(z,x) — yra priimtas pazymeéjimas, vientisas simbolis.
Jei imtume vektoriy x is kompleksinés erdves, t.y. jei vektoriaus z koor-
dinatés x; buty kompleksiniai skai¢iai, tai kvadratiné forma buty apibréziama

taip:
n n
Az, z) = Z Z i TiT5;

i=1 j=1

¢ia, kaip paprastai Z; reiSkia jungtini kompleksinj skaiciy, t.y. kompleksinj
skaiciy, jungtini kompleksiniam skaiiui x;.
Matrica A = {a;;} vadinama kvadratinés formos matrica.

2. Kvadratinés formos kanoninis pavidalas. Suformuluosime toki

klausima: ar galima vietoje kintamyju x1, x2, . . ., €, parinkti tokius naujus kin-
tamuosius y1, Y2, - - - , Yn, Susietus su senaisiais kintamaisiais lygybémis:
T =ciay1 + CigYe + -+ CinYn, =1,2,....m, (2)

kad kvadratiné forma igauty galimai paprastesni pavidala:

Az, z) = Z Zaijxi:rj = Z biy?. (3)

Kvadratinés formos pavidalas
Z biy; (4)
i=1

vadinamas kanoniniu pavidalu.
Kitaip paaiskinsime klausimg. Kadangi (2) lygybés reiskia, kad tarp vekto-
riaus © = (21,2, ...,2,)" ir vektoriaus y = (y1, Y2, ..., Yn)" yra atitinkamybeé

z=Cy, C={c}, (5)



tai klausima galima taip performuluoti:
Ar egzistuoja tokia vektoriaus z tiesiné transformacija

y=C"'z (x=_Cy),

kad su nauju vektoriumi y kanoniné forma turéty diagonalini (kanonini) pavi-
dala:

n

(Aw, ) Z ariry = Y ag(Cy)i(Cy); =D biys. (6)

ij=1 ij=1 i=1

Teorema. Kuvadratinei formai su bet kokia kvadratine matrica A visada
egzistuoja transformacija x = Cy, tokia, kad kvadratiné forma jgauna kanoning
pavidalg.

Irodymas. Pazymékime (1) kvadratinés formos matricos A = {a;;} tikrines
reik§mes Ay, A2, ..., Ay, 0 joms atitinkancius tikrinius vektorius
x', 22, ..., 2" Kadangi A - simetriné matrica, tai \; — realieji skai¢iai, o vekto-
riai 2°,4 — 1, n yra ortonormuoti, t.y.

o 1, jeii=j
T o)) — ’ )
(‘T’x)_{o, jei i # j. (7)

Taigi, matricos A tikriniai vektoriai z!, 22, ..., 2" sudaro vektorinés erdvés E,,

baze. Isskleiskime bet kuri vektoriy z € E,, $ios bazés elementais:

x = chxk. (8)
k=1

Apskaiciuokime kvadratine forma A(zx, z) :
Alz,z) = (Az,x) Achx Z cpa®)
= (Z ckAxk,ch:Ek) =
= ch)\kx chx = iick/\kq (%, x )
k=1

k=1 j=1

Pasinaudojus (7) savybe, gauname:

x) = Z \kCh. (9)
j=1

Pazymeékime bet kurio tikrinio vektoriaus z* koordinates x;“ t.y.

ok = (b 2k a2k



(8) lygybe galima perradyti taip:

n

T = chxf, i=1,n. (10)

k=1

k

Apjunkime skai¢ius x;

i matrica B = {z¥}7,_,, o skai¢ius ¢; — i vektoriy

y=(c1,ca,...,cn)"
Taigi (10) lygybé gali buti uzrasyta taip
x = By.

Su vektoriumi y = (c¢1, ¢a, ..., ¢,)" kvadratiné forma jgauna (9) pavidalg. Teo-
rema irodyta.

Pastaba. Yra keletas konstruktyviu budy, kaip suvesti kvadratine forma

n
E Qi T 5

4,j=1

n
i kanoninj pavidala > b;y?; suvedant gaunamos konkrecios israiskos
i=1
Xr; = Cilyl —|— Ci2y — 2 —|— e —|— Cinyn-

Paminésime tik jy pavadinimus (Lagranzo metodas, Jakobio metodas).

3. Reléjaus santykis. Panagrinésime israiska A(z, z) arba (Ax,x). Kiek-
vienam vektoriui z — tai konkretus skai¢ius. Simetrinés matricos A tikrinés
reik§mes A1, Ag, ..., A, — realieji skaiciai. Imkime didziausia i$ ju: max Ap ir

maZziausia: 1I<nl£1 Ai. Is (9) lygybés gauname:
<i<n

1<i<n 1<i<n

min A\, ch (Az,z) < max )\iZci (11)
k=1

Analogiskai tam, kaip isvedéme (9) lygybe, gauname:
n n n
x) = (chxk,chxk> = Z cre;( ", 2 ch
k=1 k=1 k,j=1
Sulygine gauta lygybe su (11), gauname:

in A - < < -
i Ai - (x,2) < (Az,z) < max Ai - (x,2)

arba

< (Az, z) < max ;.

min \; < <
1<i<n (x,2) 1<i<n



Nesunku pastebéti, kad Siose nelygybése tikrai galimas lygybés zenklas. Biitent,
jei vietoj x imtume didziausiai tikrinei reik§mei max A; atitinkantj tikrinj vek-

1<i<n

toriy (pazymeékime ji ™), tai gautume:

Ax™, "

(Az",2") = max \;.

(™, z™) 1<i<n
Analogiskai gautume

Azt 2!

(Az’,z) = min \;,

(!, 21) 1<i<n

kur z' pazymétas tikrinis vektorius, atitinkantis maziausiai tikrinei reik&mei.
Taigi, gauname:

Az, x . (Az,zx .
max = max J);, min = min \;
©€E, (x,) 1<i<n ©€E, (x,) 1<i<n

Dydis
(A, )

vadinamas Reléjaus santykiu.



