5. Simetrinés matricos

1. Apibrézimas ir pavyzdziai. Imkime kvadratine matrica su realiais
elementais:

A:{aij}a ivjzlvnv

ai; — realieji skaiciai.

Apibrézimas. Kvadratiné matrica su realiaisiais elementais A = {a;;}
vadinama simetrine, jei
ij = ji.
Apibrézimas. Kvadratiné matrica A = {a;;} su realiaisiais elementais

vadinama istrizai simetrine (antisimetrine), jei
Ajj = —Qgj4-

I8 istrizai simetrinés matricos apibrézimo, imdami ¢ = j, gauname
Qi = — Qg5

I§ ¢ia gauname: a;; = 0. Taigi, istrizai simetrinés matricos diagonaliniai elemen-
tai yra lygtis nuliui.

Pavyzdziai:

1 =2 0
-2 0 4 — simetrine,

0 4 3

0 -2 3

2 0 1 — istrizai simetriné,
-3 -1 0

2. Transponuota matrica. Matricos transponavimu vadiname veiksma,
kurio iSdavoje matricos eilutés tampa stulpeliais, o stulpeliai — eilutémis, ne-
keiciant eiluciy ar stulpeliy tarpusavio tvarkos. Taigi, jei matricos A elementai
yra a;; tai transponuotos matricos eleemantas, esantis ¢-tosios eilutés ir j-tojo
stulpelio susikirtime, yra ne a;j, kaip matricoje A, bet a;;. Transponuota matrica
zymima A’ arba AT,
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Jei A — simetring, tai A = A’

Jei A — istrizai simetriné, tai A = A'.

Toliau, jei dar karta transponuosime transponuota matrica A’, tai gausime
tai, ka turéjome prie§ pirma transponavima, t.y.

(A) = -A.

Teorema. Kiekvieng matricg A su realiaisiais elementais visuomet galima
uzZrasyti kaip simetrinés ir jstrizai simetrinés matricy sumg.
Irodymas. Uzrasykime tapatybe
e A n A n A A
S22 2 2
Is ¢ia gauname

LA+ AN AN

A 2 * 2
arba
A=B+C, (1)
kur
A4 A _A-A
2 2

Patikriname, kad B yra simetriné, o C' — istrizai simetriné.

AN /
B’_<A+A) :A+A =B — simetring,
2 2
A—AN\ A -4 A—A
C' = ( 5 ) BT —C'  —istrizai simetriné.

Teorema irodyta.

Teorema. Matricos A ir A’ turi tas pacias tikrines reiksmes.
Irodymas. Matricos A tikrinés reiksmeés yra Stai tokios lygties Saknys:

det(A’ — \E) = 0. (2)
Analogiskai, matricos A’ tikrinés reiksmeés yra Sios lygties
det(A" = A\E) =0 (3)

saknys. Kadangi det A = det A’, tai (2) ir (3) daugianariai yra tie patys, taigi
A ir A’ tikrinés reik3més yra to paties daugianario saknys.



Teorema jrodyta.

Pastaba. Matricy A ir A’ tikriniai vektoriai skirtingi. Istikryjy, tikriniai
vektoriai yra lygciy sistemy

(A" = AE)z =0,
(A" = \E)y =0,

sprendiniai, o atlikus transponavimo veiksma lygéiy sistemai, gauname kita
lygéiy sistema, taigi ir sprendiniai bus skirtingi.

Apibendrinsime transponavimo veiksma matricoms su kompleksiniais ele-
mentais. Imkime

A = {ay},
akj = ag;+iPk;, © = v/—1. Apibrésime nauja matrica A*. Operacija * (,,zvaigzdute”)
reiskia, kad matrica transponuota ir vietoje elementy ax; paimti ju jungtiniai
skaiciai
Uy = g — 10
Pvz.
2+ —4i « [ 2—1 3430
A_(3—3i —1+4i>’ A_( 43 —1—42’)'
Jei a;; — realieji skaiciai, t.y. a;; = a;;, tai
A* = A
Apibrézimas. Jei A* = A, matrica vadinama Ermito matrica.

Aisku, jei a;; — realieji skaiciai, tai savoka ”Ermito matrica” sutampa su
) ] )
savoka ,,simetriné matrica”.

2 3—1
= (53"

yra Ermito matrica, nes A* = A. Bet matrica
241 3—1
A= ( 3+i 4430 )
néra Ermito matrica, kadangi
« [ 2—1 3—1
A= ( 3+1 4—-3i ) 7 4

Taigi, i§ A* = A (A — Ermito matrica) gauname

Pvz. Matrica

Qii = Qi



t.y. a;; — realieji skaic¢iai. Ermito matricos diagonaliniai elementai turi buti
realieji skai¢iai. Be irodymo pateikiame svarbia lygybe:

(AB) = B'A".
Panasiai buvo su atvirkstinés matricos veiksmu:

(AB) ' =B"tA"!

3. Vektoriy skaliariné sandauga ir ortogonalieji vektoriai. Imkime
du vektorius-stulpelius

€ U1

€2 Y2
r = , Y=

Tn Yn

Matricy transponavimo veiksmas, apraSytas praeitame skyrelyje, tinka ne tik
kvadratinéms matricoms, bet ir staciakampéms matricoms. Pritaike matricy
transponavimo veiksma vektoriui-stulpeliui, turime stulpelj rasyti eilute. Taigi

/
r = (x17x27" .,In)-
Anksciau jau buvome rase
Ty
’ 2
xXr = (Il,xg,.. .,.’,En) =
T

Taigi, x — stulpelis, ' — eiluté. Cia ir svarbu, ir idomu pastebéti, kad
T
/ 2 2, .2 2
x:vz(:vl,xg,...,xn) . =r]+rs+...+tx,
Tn

yra skaicius, o

Z1

121 T1X9 e X1Tp
= I Y S Y S Y
rr = . (a:l,xg,...,xn)—
T TpT1 TpT2 ... Tplp
n

yra matrica.



Apibrézimas. Dviejy vektoriy

Z1 Y1

€2 Y2
T = y Y=

T Yn

skaliarine sandauga vadiname skaiciy
(,y) = x1y1 + T2y2 + ... + TpYn- (4)

Taigi, galime pastebéti, kad
(z,y) =2'y. (4a)

Panagrinésime, kas yra (Az)’. Az yra vektorius, kurio i-toji koordinaté yra

n
E Qi .
Jj=1

Taigi, Az yra vektorius-stulpelis
n
Az = {Z aijxj}i:L—n.
j=1

Apskaiciuokime z' A’ :

ail ag1 . an1
a a . a.
! At 12 22 n2
A = (:vl,;vg,...,xn)
A1p A2, ... QApn

n n n
= ( 15T, ag;Tj, ..., anjxj) = (A,T) .
j=1 j=1 j=1

Taigi, gavome svarbia formule
(Az) =a'A'. (5)

Svarbu pakartotinai pabrézti, kad Sioje formuléje x yra vektorius-stulpelis, o z’
— vektorius-eilute.
Apibrézus (4) formule skaliaring sandauga, galima apibrézti vektoriaus ilgi:

ol = V@ 2) = \Ja?+a3+... + 2. (6)

Dydis ||z|| vadinamas taip pat vektoriaus norma, o geometriné sio dydzio inter-
pretacija, kaip minéta, yra vektoriaus ilgis.




Teorema. Bet kuriems vektoriams x ir y yra teisinga nelygybé

(@, ) < [l - [yl (7)

Irodymas. Imkime bet kuri skai¢iy « ir sudarykime vektoriy z = ax — y.
Pagal (6) formule ||z|| > 0. Perdirbame ||z]| :

21> = (2,2) = (az — y, 0z — y) = o*(z,x) — 2a(z,y) + (y,y).
Kadangi ||z|| > 0, tai
o*(z,z) — 20(2,y) + (y,y) = 0.

Kairéje sios nelygybés puséje yra kvadratinis trinaris a atzvilgiu su neneigiamu
koeficientu prie o : (z,z) > 0. Jei kvadratinis trinaris su neneigiamu koefi-
cientu prie o? yra visada teigiamas, tai kvadratineés lygties saknys turi buti
kompleksinés, t.y. diskriminantas (posaknis) yra neigiamas:

(z,9)* — (z,2)(y,y) <O0.

I ¢ia ir seka (7) nelygybé. Teorema irodyta.
(7) nelygybé vadinama KoSy-Buniakovskio nelygybe.

Apibrézimas. Kampas ¢ tarp dviejy vektoriy z ir y apibréziamas lygybe:
(z,y) = llz| - [lyll cos . (8)
Istikryjy, (8) formulé yra visada prasminga, kadangi, sutinkamai su (7) formule

)
= Tl Tl =

taigi —1 < cosp < 1 ir ¢ yra vienareikSmiai apibréziamas intervale ¢ € [0, 7].
Taigi, jei cos¢ = 0, tai ¢ = 7/2. I8 ¢ia kiles sekantis apibrézimas:

Vektoriai z ir y yra ortogonalds, jei (z,y) = 0.

Istikryjy, jei (z,y) = 0, tai cosp = 0,0 = ©/2, 0 p = 7/2 geometrijoje
susijes su savoka ”status kampas” arba ”ortogonalu”.

4. Simetrinés matricos tikrinés reikSmés ir tikriniai vektoriai. Irodysime
dvi pagrindines teoremas.

Teorema. Simetrinés matricos visos tikrinés reiksmeés yra realieji skaiciai.
Irodymas. Pazymékime simetrinés matricos A tikrine reik8me A ir jai
atitinkanti tikrini vektoriy x :

Ax = Azx. 9)



Kadangi A ir x gali biiti bendru atveju kompleksiniai, imkime paskutinéje ly-

gybéje kompleksiskai jungtinius skaicius:
Az = \7.

Kadangi matricos A elementai — realieji skai¢iai, tai A = A, taigi

Toliau

arba -
TA=7)\

(9) lygybés abi puses padauginkime is kairés i§ vektoriaus z’ :
T’ Az = 7' Az

(10) lygybés abi puses padauginkime is desinés i§ vektoriaus x :
T Ax = 7' .

(11) ir (12) lygybiy kairiosios pusés lygios, taigi
T =7\

arba
M\ x = \T'x.

Kadangi Z'x # 0 (z — tikrinis vektorius), tai
A=\

Taigi A — realusis skai¢ius. Teorema irodyta.

2 Teorema. Jei A — simetriné matrica,

Az = Mizq,

Az = Moo,

i )\1 75 )\2, tar (,Tl,:EQ) =0.
Irodymas. Padauginkime (13) lygybe is kairés i8 5 :

rhAr = Aozhry.
(14) lygybe pirmiausia transponuokime

ThA = \awh,

(13)

(14)



o dabar padauginkime i§ deSinés is x; :

rhAr) = Noxhay. (16)
Is (15) ir (16) lygybiy gauname

)\1$/2$1 = )\2$/2$1
arba

()\1 — )\2)$I2$1 =0.
Kadangi A1 — A2 # 0, tai

xé:z:l =0.
Pagal (4a) lygybe
(LL'Q, LL‘l) =0.

Taigi vektoriai x1, x2 — ortogonaliis. Teorema jrodyta.

Be irodymo pateikiame bendresne teorema.

3 Teorema. Jei A — simetriné matrica, tai egzistuoja n tiesiskai nepriklau-
somy tikriniy vektoriy x*, tenkinanciy sglygas:

. 1, i=j
' xl) = ’ R
( ) { 0, 1#7,

t.y. simetrinés matricos tikriniai vektoriai yra ortonormuoti (tarpusavy ortogo-
nalus, ir vektoriy norma arba ilgis lygi vienetui).



